INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRALS OF FUNCTION AND ITS DERIVATIVE by Насибуллин Рамиль Гайсаевич
Р.Г. Насибуллин 265
в которых gm(x) – известные ϕCn-распределения, т. е.
gm(x)=
∞∑
|k|=0
gm,k exp
(
i kx
T
)
, gm,k ∈Cn .
Определение. ϕB – распределение u (3) называется решением задачи (1), (4), если
∞∑
|k|=0
P (t , x,D)
(
uk (t )exp
(
i kx
T
))
= f (t , x)
и выполнены условия (4).
Теорема. ЕслиCα, j (t ) ∈ L1loc (R), то задача (1), (4) корректно разрешима поАдамару
в пространстве ϕB-распределений.
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CORRECTLY SOLVABLE PROBLEMS IN LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
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By use of the theory of ϕB – distributions we consider Cauchy’s problem for linear partial differential
equations.
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Доказаны новые неравенства, включающие дробные интегралы функции и ее произ-
водную. Предварительно мы получаем нижние оценки весовых норм производной через
выражения, зависящие от дробных интегралов Римана-Лиувилля.
Ключевые слова: неравенство Харди, дробный интеграл Римана-Лиувилля, функ-
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Пусть ρ > 0 и абсолютно непрерывная функция u : [0,ρ]→ R удовлетворяет гра-
ничному условию u(0)= 0 и u ̸≡ 0.
В статье [1] Ф.Г. Авхадиев и Р.Г. Насибуллин показали, что для таких функций u
при условиях r ∈ [1,∞), s ∈ (−∞,r ) и u′/t r−1 ∈ L1(0,1) выполнено неравенство
ρˆ
0
|u(t )|
t s
d t < M(s, r )ρr−s
ρˆ
0
|u′(t )|
t r−1
d t , (1)
где
M(s, r ) :=

(1− s)−1, если r = 1;
(r −1)−1 e−1, если s = 1;
(r − s)−1 ((r −1)/(r − s))(r−1)/(1−s) , если r ̸= 1, s ̸= 1.
Постоянная M(s, r ) является точной для всех допустимых s и r , т. е. не может быть
уменьшена без дополнительных ограничений на функцию u.
С использованием неравенства Гельдера, из неравенства (1) при s < 1 и p ≥ 1
несложно получить его Lp-аналог, а именно, следующее соотношение
ρˆ
0
|u(t )|p
t s
d t ≤ ρp(1−s)
( p
1− s
)p ρˆ
0
|u′(t )|p
t s(1−p)
d t . (2)
Константа в неравенстве (2) является неулучшаемой только при p = 1 (см. подроб-
нее [1]). Это легко заметить, если сравнить (2) с точным неравенством из статьи [2].
Отметим, что константа в Lp-аналоге неравенства (2) при s = 1 также не является
оптимальной в силу точного неравенства
1ˆ
0
|u(t )|2
t
d t ≤ 4
j 20
1ˆ
0
|u′(t )|2d t , (3)
в котором равенство достигается на функции u(t ) = C ′pt J1( j0
p
t ), причем j0 ≈
2.404826 — это наименьший положительный корень функции Бесселя нулевого по-
рядка J0, J1 — функция Бесселя первого порядка. Напомним, что функции Бесселя
порядка ν определяется следующим образом
Jν(t )=
∞∑
k=0
(−1)k t 2k+ν
22k+νk !Γ(k+1+ν) , t > 0,ν≥ 0.
Здесь и далее через Γ обозначена гамма-функция Эйлера, т.е. Γ(α)=
∞´
0
tα−1e−t d t .
В данной работе мы обобщим и получим Lp-аналоги неравенства (1).
Справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть ρ > 0, s ∈ [0,α),α ∈ (0,1] и p > 1. Тогда для любой абсолютно
непрерывной функции f : [0,ρ] → R, такой что f (0) = 0 и f ′(x)/x
s(1−p)
p ∈ Lp (0,ρ), вы-
полнено неравенство
ρˆ
0
d x
xs
xˆ
0
| f (t )|p−1| f ′(t )|
(x− t )1−α d t ≤
ρ(p−1)(1−s)−α+s
p(1− s)p−1(α− s)
ρˆ
0
| f ′(x)|p
xs(1−p)
d x.
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Теорема 2. Пусть ρ > 0,α ∈ (0,1], s < 1 и p > 1. Тогда для любой абсолютно непре-
рывнойфункции f : [0,ρ]→R, такой что f (0)= 0 и f ′ ∈ L2(0,ρ), справедливо следующее
неравенство
ρˆ
0
d x
xα
xˆ
0
| f (t )|| f ′(t )|
(x− t )1−α d t ≤
(
1
α
−H(α)
)
ρ1−s
2(1− s)
ρˆ
0
| f ′(x)|2
x−s
d x+ 2
j 20
ρˆ
0
| f ′(x)|2d x,
где гармоническое число
H(α)=
1ˆ
0
1− tα
1− t d t .
Следствие 1. Пусть ρ > 0. Тогда для абсолютно непрерывнойфункции f : [0,ρ]→R,
такой что f (0)= 0 и f ′ ∈ L2(0,ρ), справедливо следующее точное неравенство
ρˆ
0
| f ′(t ) f (t )| log ρ
t
d t ≤ 2
j 20
ρˆ
0
| f ′(t )|2d t .
Следствие 2. Наименьшим собственным числом следующей граничной задачи
u′′(t )=−λ1
t
u(t ), u(0)= 0
является число λ0 = j
2
0
4 и соответствующая этому собственному числу собственная
функция
u0(t )= 2
j0
C1
p
x J1
(
j0
p
x
)
.
Введем следующие обозначения:
Ms,r,α = max
0≤t≤1
{
t r−s
(
B1(s−α,α)−Bt/ρ(s−α,α)
)}
,
где
Bz(s−α,α)=
zˆ
0
τs−α−1(1−τ)α−1dτ,
а через (Iα0+ϕ)(x) обозначим дробный интеграл Римана-Лиувилля функции ϕ ∈
L1(0,ρ), который определяется как
(Iα0+ϕ)(x)=
1
Γ(α)
ˆ x
0
ϕ(t )
(x− t )1−αd t , x > 0,
где 0 < α < 1. Отметим, что полную информацию о свойствах дробных интегралов
можнонайти в [3], а примерынеравенств типаХарди с дробнымиинтеграламипри-
ведены в [3], [4].
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Теорема 3. Пусть ρ > 0,r > s и α ∈ (0,1]. Тогда для любой функции ϕ ∈ L1(0,ρ) вы-
полнено следующее неравенство
ρˆ
0
∣∣(Iα0+ϕ)(x)∣∣
xs
d x ≤ M(s,r,α)
Γ(α)
ρr−s
ρˆ
0
|ϕ(x)|
xr−α
d x,
где
M(s,r,α)=

(α− s)−1, если r =α, 0≤ s <α;
max
x∈[0,ρ]
{1/α−H(α)+ logρ/x}, если r >α, s =α;
Ms,r,α, если r > s >α,
и Γ— гамма функция Эйлера.
Отметим, что при α= 1 теорема 1 дает как следствие неравенство (2) с меньшей
постоянной, теорема 2 — неравенство (3) и из теоремы 3 как следствие получим
неравенство (1).
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INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRALS OF FUNCTION AND ITS DERIVATIVE
R.G. Nasibullin
We obtain new inequalities involving fractional integrals of function and its derivative. Preliminary,
we prove lower estimates of weighted norms of the derivative through some expressions using the
Riemann-Liouville fractional integrals.
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